
二次型练习题
一、单项选择题
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三、计算题

1.用配方法化二次型 1 2 3( , , )f x x x = 2 2
1 2 1 2 2 32 4 4x x x x x x   为标准形，并写出对应的线性

变换。

解： 1 2 3( , , )f x x x =2
2

21 )( xx  2
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1 22( )x x  2
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则原二次型的标准形为
2

3
2

2
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1 42 yyyf 

由（1）可得由变量 1 2 3, ,x x x 到变量 321 ,, yyy 的线性变换为
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2
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2.将二次型 1 2 3( , , )f x x x = 323121
2

3
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2
2
1 22233 xxxxxxxxx  化为标准形，并写出

所作的可逆线性变换.

解： 1 2 3( , , )f x x x = 32
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则原二次型的标准形为
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3
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2
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1 22 yyyf 

由（1）可得由变量 1 2 3, ,x x x 到变量 321 ,, yyy 的线性变换为
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x y y y
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线性变换的矩阵
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因为 C =1≠0，所以这是一个可逆线性变换.

3.已知二次型 1 2 3( , , )f x x x = 2 2
1 3 1 2 1 3 2 34 2 2 4x x x x x x x x    ，（1）将其化为标准形，并写

出对应的线性变换；（2）指出它的正惯性指数和负惯性指数。

解： 1 2 3( , , )f x x x =
2

231 )]([ xxx  2
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（1）



则原二次型的标准形为
2

3
2

2
2

1 4yyyf 

由（1）可得由变量 1 2 3, ,x x x 到变量 321 ,, yyy 的线性变换为

1 1 2 3

2 2 3

3 3

2
3

x y y y
x y y
x y

  
  
 

所以正惯性指数为 2，负惯性指数为 1.

4.用配方法化二次型 1 2 3( , , )f x x x  2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 36 4 6 6x x x x x x x x x     为标准形，并写

出对应的线性变换。

解： 1 2 3( , , )f x x x 2
1 2 3( 2 3 )x x x   2
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（1）

则原二次型的标准形为
2

2
2

1 3yyf 

由（1）可得由变量 1x ， 2x ， 3x 到变量 321 ,, yyy 的线性变换为

1 1 2 3

2 2 3

3 3

2x y y y
x y y
x y

  
  
 

5.用配方法化二次型 1 2 3( , , )f x x x = 1 2 1 3 2 3x x x x x x  为标准形，并写出对应的线性变换。

解：令

1 1 2

2 1 2

3 3

x y y
x y y
x y
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即 1X C Y
，
其中 1
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原二次型化为
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再令
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即
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此线性变换可记为 2Y C Z ，其中线性变换的矩阵 2

1 0 1
0 1 0
0 0 1
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。

由此得二次型的标准形

2 2 2
1 2 3f z z z  

从变量 1 2 3, ,x x x 到变量 1 2 3, ,z z z 的线性变换 1 1 2X CY C C Z CZ  
，
其中 1 2C C C

，
即

1 2
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C C C
       

           
    
    

对应的线性变换为
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x z z z
x z z z
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6. 求可逆线性变换，将下列二次型化为标准形。

2 2 2
1 2 3 1 1 2 1 3 2 2 3 3( , , ) 2 2 2 4f x x x x x x x x x x x x     

用配方法化二次型 2 2 2
1 2 3 1 1 2 1 3 2 2 3 3( , , ) 2 2 2 4f x x x x x x x x x x x x      为标准形，并写出对

应的线性变换。

解： 1 2 3( , , )f x x x = 2 2 2 2
1 2 3 2 3 2 2 3 3( ) ( ) 2 4x x x x x x x x x      

= 2 2
1 2 3 2 2 3( ) 2x x x x x x   

= 2 2 2
1 2 3 2 3 3( ) ( )x x x x x x    

令
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则原二次型的标准形为 2 2 2
1 2 3f y y y  

由（1）可得由变量 1 2 3, ,x x x 到变量 321 ,, yyy 的线性变换为
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x y y
x y y
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线性变换的矩阵

1 1 0
0 1 1
0 0 1

C
 

   
  

因为 C =1≠0，所以这是一个可逆线性变换.

7.用正交变换法化二次型为标准形，并写出所做的正交变换。
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解：二次型矩阵为
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特征值为 1 2 30, 9    

当 1 2 0   时

1

2

3

1 2 2 0
2 4 4 0
2 4 4 0

x
x
x

    
          
        

的基础解系为： 1 2
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当 3 9  时
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的基础解系为： 3
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把 1 2,  正交化
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将 1 2 3, ,   单位化：
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所求的正交矩阵：
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正交变换为 X QY
，
标准形为 2

39f y


